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АННОТАЦИЯ Задачи оптимального размещения предприятий - благодатная почва для разработки новых методов 
моделирования, инновационных алгоритмов решения и интересных применений. В статье описывается задача размещения 
двухэтапного производства с ограничениями на мощности предприятий первого этапа. Такие задачи возникают, 
например, при стратегическом планировании развития региона, решении задач оптимального размещении предприятий и 
определении зон их влияния, и представляют практический интерес для коммерческих (размещение складов, магазинов, 
точек обслуживания и пр.) и государственных (школы, больницы, пожарные станции и пр.) компаний. Целью работы 
является построение математической модели двухэтапной задачи оптимального размещения-распределения при наличии 
ограничений на мощность предприятий первого этапа, краткое описание метода ее решения и формулирование алгоритма 
решения. В качестве критерия оптимальности решения задачи размещения была выбрана совокупная стоимость доставки 
продукта. Методы решения основаны на принципах бесконечномерной оптимизации и теории двойственности. Подход к 
решению такой задачи основан на решении задачи оптимального разбиения множеств и дискретной многоэтапной задачи 
размещения. Единый подход к решению задач оптимального разбиения множеств заключается в преобразовании исходных 
задач в задачи бесконечномерного математического программирования с помощью характеристических функций, а затем 
в конечномерную задачу оптимизации с использованием функционала Лагранжа. Разработан итерационный алгоритм 
решения задачи. Он объединяет метод потенциалов, применяемый для классической задачи линейного программирования 
транспортного типа и алгоритм Н.З. Шора, позволяющий решить задачу оптимизации негладкой функции. Был 
разработан программный продукт для решения двухэтапных задач оптимального размещения предприятий с непрерывно 
распределенным ресурсом. Результаты, полученные авторами, позволяют решать ряд практических задач, связанных со 
стратегическим планированием в сфере производственной и социально-экономической деятельности.  
Ключевые слова: оптимальное разбиение множеств; задачи размещения-распределени;, многоэтапные задачи 
размещении; транспортно-производственные задачи; r-алгоритм Шора; задача линейного программирования 
транспортного типа 
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ABSTRACT Facility location problems are a fertile ground for the development of new modelling techniques, innovative solution 
algorithms and exciting applications. The article describes a problem of placing a two-stage production with restrictions on the 
capacity of the first stage enterprises. Such problems arise, for example, in strategic planning of development of the region. The 
problems of optimal placement companies and identifying areas of their influence are interesting for business (allocation of 
warehouses, shops, service outlets, etc.) and public companies (schools, hospitals, fire stations and so forth.)  The tasks of research 
were to construct the mathematical model for a two-stage of optimal location-allocation problem considering the restrictions on the 
capacity of enterprises of the first stage; to describe the solution method and to formulate an algorithm. In this paper, authors gave 
the mathematical model of the problem, a brief description of the solution method and algorithm. Aggregate cost of product delivery 
was chosen as a criterion for optimal location problem. Solving methods are based on principles of infinite-dimensional optimization 
and duality theory. The approach to solution of this type of problem is based on the solution of the problem of optimal partitioning 
set  and discrete multi-stage location problem. A unified approach to solving optimal partitioning set problems lies in the conversion 
of the initial problems into infinite-dimensional mathematical programming problems by means of the characteristic functions, and 
then into the finite optimization problem using Lagrangian functional. Iterative algorithm to solve the problem has been elaborated. 
The algorithm combines a method of potentials being applied for classical problem of linear programming of transportation type and 
N.Z. Shor’s algorithm making it possible to solve optimization problem of nonsmooth function. Software product has been developed 
to solve two-stage problems of optimal location of enterprises with continuously resources. The results obtained by authors make it 
possible to solve a range of practical problems connected with strategic planning in the sphere of production, social and economic 
activities. 
Keywords: optimal partitioning set; location-allocation problem; multi-stage location problem; transport and production problem; 
Shor's r-algorithm; transport linear programming problem 
 
Введение 
 
Исследование задач размещения 
многоэтапного производства является одним из 
активно развивающихся направлений современного 
исследования операций. Интерес к таким задачам 
вызван прежде всего тем, что являясь обобщением 
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задач производственно транспортного планирования 
они дают возможность построения моделей к 
которым в математической постановке сводится 
достаточно широкий класс теоретических и 
практических задач оптимизации. Заметим, что 
подобные задачи часто возникают на практике. 
Примером таких задач  могут быть процессы добычи 
и обработки природного сырья – нефти, руды и т.п. 
Характерной особенностью такого производства 
является наличие нескольких этапов, которые 
реализуются на предприятиях разного типа. Таким 
образом, производственный процесс включает в себя 
несколько стадий (этапов),  для выполнения которых 
требуются различные производственные ресурсы. 
Кроме того, при размещении предприятий первого 
этапа, важно учитывать распределение сырья в 
рассматриваемой области. 
 Многоэтапные задачи в дискретной 
постановке  рассматривались в работах [1–4]. 
Математические модели многоэтапных задач 
размещения  в дискретном варианте рассматривались 
в работах [5,6], в непрерывных варианте в работах 
[7,8]. Важной особенностью таких задач является учет 
непрерывного распределения ресурса в заданной 
области, которое часто встречается у предприятий 
работающих с природным сырьем. Авторами также 
были предложены  подходы к их решению. В данной 
работе рассмотрена задача размещения двухэтапного 
производства с непрерывно распределенным 
ресурсом при наличии ограничений на мощности 
предприятий первого этапа, которая возникает на 
одном из этапов решения непрерывной  многоэтапной 
задачи размещения производства 
 
Цель работы 
 
Целью работы является построение 
математической модели двухэтапной задачи 
оптимального размещения-распределения при 
наличии ограничений на мощность предприятий 
первого этапа, краткое описание метода ее решения и 
формулирование алгоритма решения. 
 
Изложение основного материала 
 
Содержательную постановку двухэтапной 
задачи оптимального размещения-распределения при 
наличии ограничений на мощность предприятий 
первого этапа можно сформулировать следующим 
образом. Пусть имеем некоторое производство, 
связанное с субъектами, которые получают сырье от 
поставщиков непрерывно распределенных на 
определенной территории, перерабатывают его и 
отправляют для реализации (или дальнейшей 
переработки) в пункты, расположение которых 
заранее известно. Пункты, перерабатывающие сырье, 
будем называть пунктами первичной переработки или 
предприятиями первого этапа, а пункты дальнейшей 
переработки, сортировки, фасовки - пунктами 
дальнейшей переработки или предприятиями второго 
этапа.  
Предположим, что каждый поставщик сырья 
x  связан только с одним предприятием первого 
этапа Ii , 1,i N , который в свою очередь может 
быть связан с одним или несколькими предприятиями 
второго этапа IIj , 1,j M . 
Необходимо разместить предприятия первого 
этапа, определить для них зоны обслуживания и 
объемы перевозок между предприятиями первого и 
второго этапов таким образом, чтобы обеспечить 
минимальную суммарную стоимость доставки сырья 
и конечной продукции. Будем считать, что 
поставщики сырья и предприятия первого и второго 
этапов находятся в одной и той же области, которая в 
свою очередь разделена между пунктами первичной 
переработки сырья на зоны обслуживания. 
Для построения математической модели введем 
следующие предположения и обозначения: Ω –  
заданная область; N – количество предприятий 
первого этапа; Ii , 1,2,i N  – координаты 
размещения предприятий первого этапа, Ωi –  зона 
обслуживания i-го предприятия первого этапа 
1,2,i N ; М – количество предприятий второго 
этапа; 1 ,...,
II II
M   – координаты размещения 
предприятий второго этапа; ijv  – объем перевозки от 
предприятия первого этапа с координатами Ii  до 
предприятия IIj  второго этапа, 1,2,i N , 
1,2.j M ; Iib
 – мощность i -го предприятия I- го 
этапа; IIjb  – мощность j -го предприятия II- го этапа; 
( , )I Ii ic x   – стоимость доставки единицы сырья с точки 
x  к i-му предприятию І этапа; ( , )II I IIij i jc    – 
стоимость доставки единицы сырья от i- го 
предприятия І этапа к j- му предприятию ІІ этапа; 
( )x  – количество ресурса в точке x области Ω; 
Сформулируем соответствующую 
математическую модель сохраняя обозначения и 
терминологию, введенную в монографиях [9, 10]. 
В соответствии с [11, 12] определим разбиение 
множеств следующим образом. Пусть  – замкнутое, 
ограниченное, выпуклое, измеримое по Лебегу 
множество евклидова пространства En. Совокупность 
измеримых по Лебегу подмножеств 1 2, , , N    из 
NE  будем называть разбиением множества  на 
N подмножеств, если выполняются такие условия: 
i  , 
( ) 0,  ,  , 1,i jmes i j i j N     , 
где ( )mes   – мера Лебега. 
Класс всех возможных разбиений множества  
на N подмножеств обозначим через N , т.е. 
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 1
1
,..., :  , ( ) 0,  
,  , 1,
N
N i i jN
i
mes
i j i j N

 
        
   
 
  
. 
Сформулируем теперь математическую 
постановку задачи. 
Задача 1. (Двухэтапная задача оптимального 
размещения-распределения при наличии ограничений 
на мощность предприятий первого этапа). Нужно 
найти такое разбиение множества  на N измеримых 
по Лебегу подмножеств 1 2, ,..., N    (среди которых 
могут быть и пустые), определить координаты 
,...,I Ii N   центров этих подмножеств, и такие объемы 
перевозок 11,..., NMv v , которые обеспечивают минимум 
функционала 
1 1 11
1 1 1
({ ,..., },{ ,..., },{ ,... })
( , ) ( ) ( , )
i
I I
N N NM
N N M
I I II I II
i i ij i j ij
i i j
F v v
c x x dx c v
  
    
      
, 
при ограничениях 
( )
i
I
ix dx b

 
, 1,i N , 
1
M
I
ij i
j
v b


, 1,i N , 
1
N
II
ij j
i
v b


, 
1,j M
, 
1{ ,..., }
N
N 
  
,  
0ijv  , 1,2,...,i N , 
1,2,...,j M
,  
1 2( , ,..., )
I I I I
N     , 
I N  , 
Функции ( , )I Ii ic x  , 1,i N  – действительные, 
ограниченные, измеримые по аргументу х на ; ( )x  
– действительная, интегрируемая, определенная на  
функция; Ii , 1,i N , 
II
j , 1,j M – заданные точки 
области ; ( , )II I IIij i jc   , 1,i N , 1,j M  – заданные 
неотрицательные числа; Iib , 1,i N  , 
II
jb , 1,j M  – 
заданные действительные неотрицательные числа.  
Интегралы понимаются в смысле Лебега. 
Решение этой задачи основано на методе ОРМ, 
описанном в монографии [1]. Его идея состоит в 
переходе от исходной задачи, через 
характеристические функции ( )іλ   подмножеств i , 
1,2,...,i N , к задаче с булевыми переменными и 
затем к задаче со значениями ( )iλ  , 1,2,...,i N  из 
отрезка [0,1], а именно: 
Задача 2. Найти 
( ), ,
min ( ( ), , )
v
I v
  
  
 
При ограничениях 
1
( ) 1,   п.в для ,
N
i
i
x x

  
 
( ) ( )
i
I
i ix x dx b

  
, 1,i N , 
1
M
I
ij i
j
v b


, 1,i N , 
1
N
II
ij j
i
v b


, 
1,j M
, 
1( )x Г  , 
I N  , 
+
NMv R , 
где 
1 1 1
( ( ), , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
N N M
I II I II
i i i ij i j ij
i i j
I v c x x x dx c v
  
          
1 1{ ( ) ( ),..., ( )) : ( ) 0 1, 1, ,  
 п.в для }
N iГ x x x x i N
x
       

 
 
Обсуждение результатов 
 
Результат решения задачи 2 можно 
сформулировать в виде следующей теоремы. 
Теорема. Оптимальное решение  * * *( ), ,v    
задачи 2 определяется следующим образом:  
* *
* * *
1,   если x { : ( , )
( ) min( ( , ) )},   
0,   в другом случае, 1, ,
I I
i i i
I I
i k k k
k
x c x
x c x
i N
      

    


 
а компоненты * *,v ,
** *,ψ ,η  являются оптимальным 
решением двойственной задачи, приведенной к виду: 
 
 
   
 
1
,
,
1
1 1
1 1
( , ) min ( , , )
min min( ( , ) ) ( )
( ( , ) )
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N
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N
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v R
N
I I
k k i
kv R
i
N M
II I II
ij i j i j ij
i j
N M
I II
i i j j
i j
G ψ,η G v , ψ,η
c x x
c v
b b


  
  

 
 
    

    

     

    



 
 
Опишем алгоритм решения задачи, который 
предусматривает использование r-алгоритмом Шора.  
Шаг 0. Область  заключаем в параллелепипед 
П, стороны которого параллельны осям декартовой 
системы координат. Полагаем ( ) 0x   для точек 
\x  . Параллелепипед П покрываем 
прямоугольной. 
1. Пусть 0k  . Задаем начальное приближение 
координат центров ( )I I k   , 
(k)   и вектор-
функции ( )( ) ( ) kx x    для всех точек сетки x . 
2. Вычисляем значение ( )( ) kx  в узлах сетки по 
следующей формуле:  
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( ) min( ( , ) ) ( ),   
1,   в другом случае,
I I
i i i
I I
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3. Определяем начальные значения 
(k)
ijv , 
1,i N , 1,j M , решая методом потенциалов 
следующую транспортную задачу 3:  
1 1
( , ) min
N M
II I II k
ij i j ij
i j
c
 
    , 
1
N
k II
ij j
i
v b

 , 1,2,...,j M , 
 
1
,  1,2,...,
M
I kk
ij i
j
v b i N

   
0kij  , 1,i N , 1,j M . 
В качестве значений двойственных 
переменных
( )k
j , 1,j M , і 
(k) , 1,i N , выбираем 
значения соответствующих потенциалов, полученные 
на последней итерации метода потенциалов. 
Пусть в результате k шагов алгоритма 
1,2,k   полученные значения потенциалов 
, , ...,1 2
k k k
N   . Опишем  1k  -й шаг.  
Шаг  1k  . 
4. Вычисляем значение 1( )ki x
  в узлах сетки 
по формуле (3.41) при (k)   , (k)v v , (k)   . 
5. Вычисляем значение  
1k
ijv

, 1,i N , 1,j M , 
решая методом потенциалов транспортную задачу 3. 
В качестве значений двойственных переменных  
1k
j

 , 
1,j M , і  
1k
i

 , 1,i N , выбираем значения 
потенциалов, соответствующих оптимальному 
решению задачи (3.42). 
6. Вычисляем компоненты субградиента 
( , , )
I
Gg v
    в узлах сетки по формуле: 
I I I
i i i
G
1 1
( ) ( )I II
N M
i ijc c
i j
g x g x dx g v  
 
    , 1,i N  
где 
I
i
Ic
g

 – i-я компонента 2N-мерного вектора 
обобщенного градиента 
I
i
cg

 функции Iic  в точке 
I , 
I
i
IIc
g
 – i-я компонента 2N-мерного вектора 
обобщенного градиента 
I
i
cg

 функции  IIijc  в точке 
I  
при (k)I I   , (k)   , 1( ) ( )ki ix x
   , (k 1)v v  , 
(k 1)   . 
7 Выбираем шаг 0ih   r-алгоритма и находим: 
 ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1)( , v , )I k I k I k k kk k Gh B g            
где РП – оператор проектирования на П, kB
  – 
оператор преобразования пространства в основное 
пространство EN, который имеет вид: 
1 1 1
1
(I ( 1) ( ) ))Tk k k kB B
   
      

 
где I – единичная матрица соответствующей 
размерности, 1k

  – соответствует нормированному 
вектору разности двух последовательных 
субградиентов в преобразованном пространстве, то 
есть: 
 
 
( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
1
1 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
1
( ) ( , v , ) ( , v , )
( ) ( , v , ) ( , v , )
T I k k k I k k k
k G G
k T I k k k I k k k
k G G
B g g
B g g
     

      

    
 
    
при условии, что 
 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )1( ) ( , v , ) ( , v , )T I k k k I k k kk G GB g g             , 
и 
1 0k

   в других случаях. Здесь ε – точность 
представления нуля ЭВМ. 
8 Если условие  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1), v , , ) ( , v , ,I k k k k I k k k k            , 
0   выполняется, то переходим к п.9, если нет - 
осуществляется переход на  2k   шаг.  
9. Рассчитываем значение целевого и 
двойственного функционалов. Конец алгоритма. 
Алгоритм описан. 
Предложенный алгоритм был программно 
реализован и апробирован на модельных задачах. 
Результаты численных экспериментов показали 
возможность его применения для решения 
практических задач.  
 
Выводы 
 
В данной работе сформулирована 
математическая модель задачи размещения 
двухэтапного производства с непрерывно 
распределенным ресурсом и предложен алгоритм ее 
решения, составной частью которого является r-
алгоритм Н.З. Шора и метод потенциалов.  
Предложенный алгоритм, был апробирован на 
модельных задачах. Новый инструментарий 
позволяет не только осуществлять размещение 
предприятий более эффективно, но и создает новые 
направления в исследованиях непрерывных задач 
оптимального разбиения множеств и размещения 
предприятий. 
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АНОТАЦІЯ Задача оптимального розміщення підприємств – сприятлива область для розробки нових методів 
моделювання, інноваційних алгоритмів розв’язку і цікавих застосувань. У статті описується задача розміщення 
двоетапного виробництва з обмеженнями на потужності підприємств першого етапу. Такі задачі виникають, наприклад, 
при стратегічному плануванні розвитку регіону, вирішенні задач оптимального розміщенні підприємств і визначенні зон їх 
впливу, і становлять практичний інтерес для комерційних (розміщення складів, магазинів, точок обслуговування та ін.) і 
державних (школи, лікарні, пожежні станції та ін.) компаній. Метою роботи є побудова математичної моделі 
двоетапної задачі оптимального розміщення-розподілу при наявності обмежень на потужність підприємств першого 
етапу, короткий опис методу її розв’язування і формулювання алгоритму розв’язку. В якості критерію оптимальності 
розв’язку задачі розміщення була обрана сукупна вартість доставки продукту. Методи розв’язування засновані на 
принципах нескінченновимірної оптимізації та теорії двоїстості. Підхід до розв’язування такої задачі заснований на 
вирішенні задачі оптимального розбиття множин і дискретної багатоетапної задачі розміщення. Єдиний підхід до 
вирішення задачі оптимального розбиття множин полягає в перетворенні вихідної задачі до задачі нескінченновимірного 
математичного програмування за допомогою характеристичних функцій, а потім в скінченновимірну задачі оптимізації з 
використанням функціоналу Лагранжа. Розроблено ітераційний алгоритм розв'язання задачі. Він об'єднує метод 
потенціалів, застосовуваний для класичної задачі лінійного програмування транспортного типу і алгоритм Н.З. Шора, що 
дозволяє вирішити задачу оптимізації негладкою функції. Був розроблений програмний продукт для вирішення двоетапних 
задач оптимального розміщення підприємств з нескінченно розподіленим ресурсом. Результати, які отримані авторами, 
дозволяють вирішувати ряд практичних завдань, пов'язаних зі стратегічним плануванням у сфері виробничої, соціальної та 
економічної діяльності.  
Ключові слова: оптимальне розбиття множин; задача розміщення-Розподілу; багатоетапні задачі розміщенні; 
транспортно-виробничі задачі; r-алгоритм Шора; задача лінійного програмування транспортного типу 
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